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� 1 1 1 1( ; )U U x β= ���������������������������������� 4&5� � �
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��������� 1 1( , ]i iu µ µ−∈ ��,$�����$�� 2���������+���������2�µ
$����������

���������.� ��� 
������� �$�� ������� ��������� ��� �$��
$�� ��� ��+���� ���

�$������������������������
��������������������������������������ε�

,$��$� ��� �������� ��� ��� %4)�&5
� �����������.� �$�� �$����� �$���

����������� �� ���,���� ����
���� �
 ��� �$��� 1( ( , ) )i n n iP u xµ ε µ− < ≤ .�

�+�������
��4.5������������������������

� 1u(x) = n nx Cβ ε′ + + � 4(5�

�

�$���$���������$������������������������

�
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�
1 1 1

1 1 1

( ( , ) ) ( ( ) )

( ) ( )
i n n i i n n i

i n i n

P u x P x C

N x C N x C

µ ε µ µ β ε µ
µ β µ β

− −

−

′< ≤ = < + + ≤
′ ′= − − − − −

� 4;5�

�

�

,$�������������������������������������������.�:�>���/��
��$����



��-���$��������$�����+���,��$����+��������$��µ2����$��D2����������&��,��

��������� �$������������4.5.� ��� ��� �������� �$��� ��������������$��
���

,$��� ��������$��
�����������������+����������$�������� �$����$���

���������.����� ���������� ���������������$���,�������� �$�������������

���������������+����������������
�������������/����8������+���������

,���������$�������,��
��������������������$�+�

�

� 1 0.5ln( ) 0.2 ln( )u y fs C= + + � 4A5�

�

,$���� ,�� ������� ε
E�).� ���,����>� �$�� ���������� 1u �� �$�� �1�������

���������� ��� ������������������� ��� 4�0��5
� �+����� ������+�����
� ���

�$��������������� ������ 1u .�"�������
� ��� �$���������������1���������,��

�����$����������������������-����������$���������)�&�(�F�&).��$����

�������������+���������0���������
�������$�� ���������������� 1u .�����

���������� ,$��� ,�� ������� �$��� +������� ������� ��� ���������

����������$��������������������������A���$���������+�����,��$���������

��� 4µ �����$�� ���������������.��������$�� ������������������� ���4�0��5
�

�+�����������+�����
���� 2�$����
�����
����+������2�� ���
���������$��

�1��������

�

� 40.5ln( ) 0.2 ln( )y fs C µ+ + = � 4*5�

�

����$�����������������������/�����,��������������������������������,$��$�

,�� ���� �����
��� +������� ����� miny .� ��� ���� ��$��� ������ ,�� ����� ��

�����
�
 ������.� ?$��� ,�� ������
���$� ���,���� 2������� +������2��
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2+������2�� ���� 2����
� +������2� ���� ��������� �$���� ������� ,��$� �$��

������������� ������� � A�� *�� @� ���+���������� �$��������+�����
� �������

����������
��������4A5��,��$� 4 5 6, ,µ µ µ .����
����������� 1 1( )u x x Cβ ′= + ���$��

������+�����
�+��������������������+�����
�����������
��������

�

� 1 1( ) iu x x Cβ µ′= + = � 4@5�

�

����1�����������

� 1 1( ) iu x x Cβ µ′= = − � 495�

�

�

!��������,��������+��������������.�?���������$����$������2�
+���2����

���� $��� $����� 1 1( )i n iu xµ µ− < ≤ .� �$�� ��������� ��� ������������ ��� ��

+�+�������������/��%��,$������2�
+���2�������,��

�

�
1 1 ( )

1
i n ii u x

n

p I
N µ µ− < ≤= � � 4'5�

�

,$���� �$�� �$������������� ���������
1 1 ( )i n iu xIµ µ− < ≤ �1����� ���� ��� �$��

����������$��������� ���/������$��,���.��$���$����������� �����������

�������������������
+��������,��-��,��$��������������$���������������0�

�����������
���� �$��	������������
���������1�������4;5.��������,��

����,����������$���������������1+���


�

�
1 1 ( ) 1 1 1

1 1
{ ( ) ( )}

i n ii u x i n i n
n n

p I N x C N x C
N Nµ µ µ β µ β

− < ≤ −′ ′= = − − − − −� � � 475�

�

#+� ��� ��,� ,�� $���� ����������� ����� ��������	� ������������.� ��� ���

�������� �$��� �$�� ����� �++����$����� ��������,���,��$� ���+���� ���

�$�� ��$��� ������������� ��+��� ��-�� 0��� �������������� $����$�

                                                                                                                                            
1 We need one identifying constraint, but here we do not dwell on this technicality.  
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������������F.�� ��� �$���� ,��$� ���+���� ��� ������� �������������


&0'0#0�0#�

��� �$���� ������� �������������� �� ���� �>+������� ��� ������� ����������

( ; )j j j ju x x Cβ β ′= + �,������������������+�������������
�����������$����

��$���������������.�

��� ��� �������� �$��� ���$� ������� �������������� ��
$�� ��� ����������.�

�������,�������������+��������������������������������,�����������

�������������.��$�����1������������,$����������������++����$��,$����

 �������	������� ���������� �����������
���������������,���� ��� ��+������

��� �� ��
�������� �++����$.� ��� =��� 	���
� ���� ������
�
����������

4())A5�,�� ������+��� ��� ������������� �$�� ��
������� 	������  ��������

!����
�1������ 4	 !�5� ���$���� ,$��$� ���������� �$�� ����� �������

��
���������1����������	����������.�<��������������������������������

�$����
��������������������������1��������$��	�����������������>��+��

������+��+������������������.��

�

����$����++����$��������������+�������,�������$�������������0��������

��� �$�� ������������� �������������� ���� ����
��� �����������.� ��� �$��

����-��������� �$��� ������� ,����� $���� ��� ��
��������� ������� ��� �$��

	�������1������������������+�������,������������������������ �������

������.��

�

#+� ��� ��,� ,�� $���� ����������� ����� ��������	� ������������.� ��� ���

�������� �$��� �$�� ����� �++����$����� ��������,���,��$� ���+���� ���

�$�� ��$��� ������������� ��+��� ��-�� 0��� �������������� $����$�

������������F.�� ��� �$���� ,��$� ���+���� ��� ������� �������������


&0'0#0�0#�

��� �$���� �������������� ���� �>+������� ��� ������� ����������

( ; )j j j ju x x Cβ β ′= + �,������������������+�������������
�����������$����

��$���������������.�

�
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�

�

��� ������ ��� ���� $�,� �$��� ,��-�� ,�� �����,� �$�� �+������������

+��������� ��� =��� 	���
� ���� ������
�
���������� 4())A5.� �$���� �$��

3� �	� ���+��� ,��� �������� ����� ����� ���������� ���
���+����

��������
����,$��$��� �$��$����$���� ������ ��������������
����?���


3�����������,$��$����$�����+�������,��-��������.��$���������������

,��� ����� ��� ,�� �������� �$��� �$�� ����� ���
���+�� ,����� $����

���������� ���������� ,��$� ���+���� ��� ������������� 41��������5.� ��� �$��

+������� +�+��� ,�� ,���� ����� +������� ��� ��� ������������� ��� �$��

���$�����
���$���������������$��?���
,��-�������+��.��$�����������

,��,������������$��,�����&77@�����$��3�����������
����������	�����

43� �	5.� ��� =��� 	���
� ����������
�
���������� 4())A5� ,������ �$��

,�����&77(����&779.�3������$����$���������0�����������$��+�������

+�+��� ��� ��� �������� �$�� ���0������� +������� ���$���� ,�� -��+� �$��

��+�������������������+���������������
�����,���������������
��$��

�������������������������������������������.��

�����$��+�������+�+���,��������+�����������������������$���������������

1����������,$��$�����,��������-���$�������1�������������.��

�

�����+��������������$��3� �	�&77@�,������������$�������,��
���������

���� ������� +���������� �$��� ���� �$�� ������������ ��� �$�� ������ 
���+��

)�&�F�A���-�����
��$��.��?�������$�������������+����������@.'G�����

�$���,��$� ���+���� ���$����$� �$��+������� ���&&.;G��,$����0����������

&).AG.�
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��� ��� �>��+��� ,�� ��+������� �$�� ����������� ������� ���� ����������

������������� ��� ������ (.� � �$�� ��$��� ������������� 
� �1�������� ����

+��������� ��� �$�� �++����>� ..� ?�� ���� �$��� ���������� �������������

��+����� ��� $����$���� ���� ������� ���� ��� �� ���� ��� �����������

������������-���
��������������$��������������������.�

�

�
�� $��� �� ��
� 
� +��������� ����������,$���� �$�� ����������� ��������

����� ���������� ,��$� $��� ���������� ���������� ,$��� 
��,��
� ������ ������

�$�� �
�� ��� A;.� ������ �$��� �
�� ������������� 
��,�� ������ ��
����


�������
����������.� :����� ���� ���
$���� ����� �������� �$��� �������.�

�������������������������������
�����+�����������$�������������������

4&@����������������5� ����$��$����$���������$�������������$������.�
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��� ������������ ���� �����
�� ��� ��� �� �����
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���� ��� ������������.�

������������,$�� ����� ��
��$���,��$���+����������������������������

�$�������$���������������������,��$���0����������������,$����+�������

$��� ��0������� ����� ���������� �$��� �$����,$�� ����� ��� �� $����$���� ���

,$��$� ����� ���� ������ ,��-�.� 2:�����
2
� �������� ���� ��������� ���

�������������$���������������,������+�����������������.�
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+������� ���� �������� ��� ���$� ��$��6� ��� ��� ���� ����� +�������� �$���

��������,��$�����,������������������1��������������������+��������

,�������������������������$����$������$��������2$����$
�+���2����,���6��

���$�,����������$��������������+������+�������������������������������

���� �$��� ������� ����������� ��� �$�� ����� ���������
� ������6� ��� �$���

,���������$���������$����,������������������������������������+��

��� �����
������������ +�������� �������� �� ���
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,����� ��.� ��� ������ ��� 
��� �� �������� ���-�� ���� ��� ��������� �,��

��������!0&�,��$��

�

�
1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

( ; )

( ; )
n n

n n

u x x C

u x x C

β β ε
β β ε

′= + +
′= + +

� 4&)5�

�

�

?���������������������$�����������������$���,��+�����������������.�

?��$�����

�

� 1 2 1 1 2 2 1 2cov( , ) cov( , ) cov( , )u u x C x Cβ β ε ε′ ′= + + + � 4&&5�

�

��������,���$����$����������������,�����$���,�����������������������

��������+�����+�������,��+����.�����������
���
���	���������������������

��� �$�� ����� �$��� ���$� �������������� +������ ��+���� ��� �$�� �����

�>+��������� ���������.� �������� �� �������	� ����������� �������� �$��

������ ������ ���� ����������.� 3����� �$�� $�+��$���/��� ����+��������

���,���� '� ���� �$�� ��������� ������ �$��� �����+�������� ��� ��������.�

%�,��$�����������������������������������������������,���������-��,�

�$�� �>���� ������ ��� ��� ���� ,�� -��,� ����� �$��� ���� �� $�����

1 ( , )i n n iu xµ ε µ− < ≤ ��,$���� �$��µ
 2�� ������������������ �$�� �,���������.�

��������
� �$�� ������ ����� ��� �$�� ��
$�
$���� ����� ��� ������ ��� �$��

������+�����
� ���+���������� 4���� �1������� 4&;55� ��� ���+������.�

�$�� ������� ����� ��� ����,$�����������������.�����������,����������

�$��������������������-��
,���.�?��-��,��������+���������������������

�$��� $�K�$�� $��� ���,����� ������������� ������ ni �� $����� ,�� $����

1n ni n iuµ µ− < ≤ .���� ,�� $���� ��� ��+����� �$�� ε� � 2�� ��� �$����������������

�>+�����������

�
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�

1

1

1

( ( ) ( ))

( ( )) ( ( ))

( ( )) ( ( ))

n n

n n

n n
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2 Notice that this may imply that diagonal elements are smaller than non-diagonal entries. Covariances 
are found by the formula ij ij ii jjσ ρ σ σ= . 
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